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键合图建模方法是 20 世纪 60 年代由美国 MIT 的

Henry Paynter 教授提出的一种用统一的方式处理多能

域耦合的工程系统的动态分析图形化建模方法 [1]。与

其他建模方法相比，键合图采用图形化的方式直观地描

述了系统各元件之间的相互连接关系、变量因果关系和

能量传输关系更能深入表达系统内部状态的变化过程，

其可用于多输入、多输出系统，线性和非线性系统的模

拟。因此，在多体动力系统 [2-3]、热力学系统 [4] 和电子系

统 [5] 等多个领域得到了广泛而成功的应用。

陀螺仪作为一种惯性级精密仪表被广泛应用于航

空、航天、航海和地下勘探等领域。随着科技的快速发

展，对陀螺仪的工作精度日益提高，因此，首先要建立陀

螺仪的动力学模型，以便从结构设计、加工工艺以及外

部补偿等方面对陀螺仪的误差进行分析，提高陀螺仪的

工作精度。采用传递函数分析方法对陀螺结构进行建

模，推导过程复杂，直观性不好，不便于分析制造误差给

陀螺带来的影响，也不利于实现结构和控制一体化建
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[ 摘要 ]   针对传统建模方法对陀螺结构进行建模时，存在推导过程复杂，直观性不好的问题，本文采用键合图建模方

法建立双框架陀螺仪的键合图模型。首先根据陀螺仪的空间运动关系，建立系统的拉格朗日方程；然后基于拉格朗

日方程与键合图模型的对应关系，采用调整转换器和调整回转器建立了陀螺仪的完整键合图模型，并采用 20-sim 软

件对模型进行了仿真分析，仿真结果验证了模型的正确性。
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模、仿真与动力学分析。

本文以双框架陀螺仪为例，首先建立陀螺仪的拉格

郎日方程，然后根据拉格郎日方程建立系统的键合图模

型，并用 20-sim 仿真软件对所建立的键合图模型进行

仿真分析，验证模型的正确性。 

1  建立陀螺仪的拉格朗日方程

双框架陀螺仪的结构如图 1 所示 [6]，有内、外两个

平衡环，内平衡环通过一对内转轴连接在外平衡环上，

外平衡环通过一对与内转轴正交的外转轴连接在壳体

上，内平衡环上有一转子，用来平衡整个框架系统。为

了建模方便，设转子的质心与内平衡环中心的距离 l 为

零。外平衡环可沿惯性坐标系O-XYZ 中的Z 自由选择，

旋转角定义为 φ。内圈可以沿 XY 平面内的 ξ 轴自由

转动，旋转角定义为θ。转子所在的轴ζ 垂直于轴ξ，

自转角定义为 ψ。为了建立陀螺仪的拉格朗日方程，

用 3 个欧拉角 φ、θ、ψ 来定义转子的运动。用符号 C
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表示转子关于轴 ζ 的转动惯量，符号 A 表示转子关于

轴 ξ 的转动惯量。内平衡环关于轴 ξ、η、ζ 的转动

惯量分别用 A'、B'、C' 表示。外平衡环关于轴 Z 的转动

惯量用 C'' 表示。则系统的拉格朗日函数可表示为：

L = T = 1
2

(
(A + A′)θ̇2 + (A + B′)φ̇2sin2

θ +C(φ̇ cos θ + ψ̇)
2
+C′φ̇2cos2θ +C′′φ̇2

)
 

              L = T = 1
2

(
(A + A′)θ̇2 + (A + B′)φ̇2sin2

θ +C(φ̇ cos θ + ψ̇)
2
+C′φ̇2cos2θ +C′′φ̇2

)
，�  （1）

代入拉氏方程，得系统的运动微分方程如下：

Nφ = d
dt

(
∂L
∂φ̇

)
− ∂L
∂φ
= (A + B′)φ̈sin2

θ+

2(A + B′)φ̇θ̇ sin θ cos θ +C(φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ + ψ̈) cos θ−
C(φ̇ cos θ + ψ̇)θ̇ sin θ +C′φ̈cos2θ − 2C′φ̇θ̇ sin θ cos θ +C′′φ̈

� ，（2）

Nψ =
d
dt

(
∂L
∂ψ̇

)
− ∂L
∂ψ
= C(φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ + ψ̈)  ，� （3）

Nθ =
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L
∂θ
= (A + A′)θ̈ +C(φ̇ cos θ + ψ̇)φ̇ sin θ − (A + B′ −C′)φ̇2 sin θ cos θ

Nθ =
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L
∂θ
= (A + A′)φ̈ +C(φ̇ cos θ + ψ̇)φ̇ sin θ − (A + B′ −C′)φ̇2 sin θ cos θ ，� （4）

式中，Nφ,Nψ,Nθ 为广义转矩。由式（2）~（4）可知，系

统的运动微分方程由 3 个二阶的耦合方程组成，包含 6

个状态变量θ, θ̇, φ, φ̇, ψ, ψ̇，由于φ 和ψ 没有在方程（2）

~（4）中显示出现，因此，系统可用方程（2）~（4）及

θ̇ = d
dt

(θ)这 4 个状态方程描述。

2  基于拉格朗日方程的键合图建模

由于在键和图中流 f 具有 1
2

I · f 2 的形式，因此，对

式（1）进行整理，得到系统的 5 个流变量如下：

                         f1 = θ̇，�   （5）

                         f2 = φ̇ ，�   （6）

                         f3 = φ̇ cos θ + ψ̇ ，�  （7）

                         f4 = φ̇ cos θ，�  （8）

                         f5 = φ̇ sin θ。�  （9）

分别对式（1）中的各项进行求导，得到系统的 5 个

广义动量如下：

   p1 =
d
dt

(
1
2

(A + A′) θ̇2

)
= (A + A′) θ̇θ̈，�   （10）

   p2 =
d
dt

(
1
2

C′′φ̇2

)
= C′′φ̇φ̈，�   （11）

   p3 =
d
dt

(
1
2

C
(
φ̇ cos θ + ψ̇

)2)
= C
(
φ̇ cos θ + ψ̇

) (
φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ + ψ̈

)

           p3 =
d
dt

(
1
2

C
(
φ̇ cos θ + ψ̇

)2)
= C
(
φ̇ cos θ + ψ̇

) (
φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ + ψ̈

)
，� （12）

   p4 =
d
dt

(
1
2

C′φ̇2cos2θ
)
= C′φ̇φ̈cos2θ −C′φ̇2θ̇ sin θ cos θ

             p4 =
d
dt

(
1
2

C′φ̇2cos2θ
)
= C′φ̇φ̈cos2θ −C′φ̇2θ̇ sin θ cos θ， �  （13）

  p5 =
d
dt

(
1
2

(A + B′) φ̇2sin2
θ
)
= (A + B′) φ̇φ̈sin2

θ + (A + B′) φ̇2θ̇ sin θ cos θ

          p5 =
d
dt

(
1
2

(A + B′) φ̇2sin2
θ
)
= (A + B′) φ̇φ̈sin2

θ + (A + B′) φ̇2θ̇ sin θ cos θ，�（14）

将式（10）~（14）中的 5 个广义动量分别除以式（5）~

（9）中的 5 个流变量，得到与惯性元件 I 相连的 1- 结上

的势变量关系为：

   e f f ort1 = (A + A′)θ̈，�  （15）

   e f f ort2 = C′′φ̈，�   （16）

   e f f ort3 = C
(
φ̈ cos θ − φ̇θ̇ sin θ + ψ̈

)
，� （17）

   e f f ort4 = C′φ̈cos2θ −C′φ̇θ̇ sin θ cos θ，�  （18）

   e f f ort5 = (A + B′) φ̈ sin θ + (A + B′) φ̇θ̇ cos θ。 （19）

因此，根据键合图建模法则及公式（5）~（19）可得

到系统的基本键合图结构如图 2 所示。

图 2 中惯性元件 I1~I5 分别表示式（5）~（19）中的

转动惯量 C、C '、C ''、A +B ' 和 A +A '。由图 2 可知，惯性

元件 I5 孤立于系统之外，为了建立系统完整的键合图模

型，将式（4）重新整理为：

Nθ =
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L
∂θ
= (A+A′)θ̈+

(
C(φ̇ cos θ + ψ̇)

)
φ̇ sin θ+(C′φ̇ cos θ)φ̇ sin θ−

(
(A + B′)φ̇ sin θ

)
φ̇ cos θ

         Nθ =
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
− ∂L
∂θ
= (A+A′)θ̈+

(
C(φ̇ cos θ + ψ̇)

)
φ̇ sin θ+(C′φ̇ cos θ)φ̇ sin θ−

(
(A + B′)φ̇ sin θ

)
φ̇ cos θ，	 （20）                                                                  

由式（20）可发现，其中的后 3 项
(
C(φ̇ cos θ + ψ̇)

)
φ̇ sin θ、

(C′φ̇ cos θ)φ̇ sin θ 和
(
(A + B′)φ̇ sin θ

)
φ̇ cos θ 分 别 包 含 了

惯性元件 I1、I2 和 I4 的流变量，并且满足二通口元件调

制回转器 MGY 的组成关系，因此，将惯性元件 I1、I2 和

I4 所在的 1- 结与惯性元件 I5 所在地 1- 结分别 MGY 连
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图1  陀螺仪示意图

Fig.1  Schematic diagram of gyroscope
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接，得到系统完整的键合图模型（图 3）。

3  20-sim 仿真分析

20-sim 是一种可以运行在 Windows 和 Sun-Unix 操

作系统下的面向对象的建模和仿真平台，可以实现基于

键合图模型的自动建模与仿真 [7]。因此，本文采用 20-

sim 仿真软件对模型进行仿真分析。

将图 3 所示的陀螺仪键合图模型输入 20-sim 仿真

软件中，取 A =2、A' =1.4、B' =1.2、C =4、C' =2.6、C'' =2.2。

转子轴的扭矩为 10Nm，内环和外环的扭矩如图 4 所

示，设置仿真时间为 20s，选用 Backward Differentiation 

Formula 求解器求解，仿真后得到 θ、φ、ψ 的曲线如

图 5~7 所示。

由图 5~7 中的角位移分别对应于内平衡环、外平衡

环及转子沿其对应的旋转轴转动的角位移。由于转子
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Fig.2  Bond graph structure of the system
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图3  陀螺仪的键合图模型

Fig.3  Bond graph model of gyroscope

6

5

4

3

2

1

0

-1

力
矩

/N
m

12 14 16 18 204 80 102 6

时间 /s

图4  外作用力矩图

Fig.4  External action torque diagram
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 图5  θ的仿真曲线

Fig.5  Simulation curve of θ
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图6  φ的仿真曲线

Fig.6  Simulation curve of  φ
600

500

400

300

200

100

角
位

移
/r

ad

15 2050 10

时间 /s

图7  ψ的仿真曲线

Fig.7  Simulation curve of  ψ
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